TOPOLOGIE - SERIE 9

Exercice 1. Soit (Y, d) un espace métrique et X un ensemble. Montrer qu’une famille d’appli-
cations (f,: X — Y),en converge uniformément vers une application f: X — Y si et seulement
si elle converge vers f dans ([T,cx Y, 75) ol p est la métrique uniforme.

Exercice 2. Trouver deux espaces topologiques (X, 7)), (Y,7’) et une application non continue
f: X — Y tels que pour toute suite (z,)nen dans X convergente vers un =z € X, la suite
(fxn)nen converge vers fu.

Exercice 3. Montrer que
(a) “étre de Hausdorff” et “étre métrisable” sont des propriétés topologiques;

(b) une application f: (X,7T) — (Y,T’) entre deux espaces topologiques est un homéomor-
phisme si et seulement si elle est continue, bijective et fermée (i.e. 'image d’un fermé
par f est fermé);

(c) si (fi: (X3, Ti) = (X}, T/));c; est une famille d’homéomorphismes alors
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Exercice 4. Considérons les groupes

80, = {4 € Mat, (R) = R"

AA' = FE et det A = 1}

SU,, := {A € Mat,(C) = C™*

AA* = E et det A = 1}

comme sous espaces de (R”Q, Tst) et (C”z,ﬁt).

(a) Montrer que GL,(C) est un groupe topologique, ce qui veut dire que la multiplication des
matrices et prendre l'inverse sont des applications continues

411 GLo(C) X GL,(C) = GLo(C),  t: GLy(C) — GL,(C).

(b) En conclure que SO,, et SU,, sont aussi des groupes topologiques (en fait des sous groupes
topologiques de GL,(C)).

~

(c) Montrer que SOy = S' comme groupes topologiques, ce qui veut dire qu’il existe un
isomorphisme de groupes SO, = S' qui est aussi un homéomorphisme.

(d) Montrer que SUs est homéomorphe a S3.
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